
Availaible on line at http://www.liforce.usthb.dz

bulletin-liforce@usthb.dz

Bulletin du Laboratoire 03 (2016) 38 - 41
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Résumé : Dans ce travail, nous prouvons que si p ≥ 5 est un nombre premier,
alors

2p−1 − 1

p
≡ −1

2

(
p−1∑
k=1

2k

k

)
(mod p2)·
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1 Introduction

Pour tout nombre premier p impair et pour tout entier a premier avec p, le quotient de
Fermat en base a est défini par :

qp(a) =
ap−1 − 1

p
·

L’étude des quotients de Fermat et notamment des congruences concernant ces quotients
est en relation avec l’étude classique du grand théorème de Fermat [3]. La congruence
suivante est due to Glaisher [1] :

2p−1 − 1

p
≡ −1

2

(
p−1∑
k=1

2k

k

)
(mod p).

En faisant de nombreux essais numériques, B. Ronk [4, 5] a constaté que cette congruence
était vérifiée modulo p2 pour tout nombre premier p ≤ 1000. Il a conjecturé que cette
congruence était vérifiée modulo p2 pour tout nombre premier p. Dans ce papier, nous
confirmons cette conjecture. Nous améliorons ainsi la congruence de Glaisher en prouvant
le théorème suivant :

Théorème 1.1 Pour tout nombre premier p ≥ 5, on a :

2p−1 − 1

p
≡ −1

2

(
p−1∑
k=1

2k

k

)
(mod p2).

2 Démonstration du théorème

La preuve du théorème repose sur les lemmes qui suivent :

Lemme 2.1 Pour tout nombre premier p ≥ 5, on a :

p−1∑
k=1

Hk

k2k
≡ 0 (mod p).

Preuve. Ce lemme est prouvé dans [6].

Lemme 2.2 Pour tout nombre premier p impair, on a :

Hp−k ≡ Hk−1 (mod p).
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Preuve. Ce lemme est aussi prouvé dans [6].

Lemme 2.3 Pour tout nombre premier p ≥ 5, on a :

p−2∑
k=1

2kHk

k + 1
≡ 0 (mod p).

Preuve.

p−2∑
k=1

2kHk

k + 1
=

p−1∑
k=2

2p−kHp−k

p− k + 1

≡
p−1∑
k=2

2p−1−(k−1)Hp−k

p− (k − 1)

≡ −
p−1∑
k=2

Hk−1

(k − 1)2k−1

≡ −
p−2∑
k=1

Hk

k2k

≡ −
p−1∑
k=1

Hk

k2k
+

Hp−1

(p− 1)2p−1

≡ 0 (mod p).

Ce qui falait démontré.

Lemme 2.4 On a :

xp − (x− 1)p − 1

p
≡ −

p−2∑
k=0

xk+1

k + 1
+ p

p−2∑
k=1

Hk
xk+1

k + 1
(mod p2)·

Preuve. On a

xp − (x− 1)p − 1

p
= −1

p

p−1∑
k=1

(
p

k

)
xk(−1)p−k

=

p−1∑
k=1

(−1)k
(
p− 1

k − 1

)
xk

k

= −
p−2∑
k=0

(−1)k
(
p− 1

k

)
xk+1

k + 1
·
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Remarquons alors que

(−1)k
(
p− 1

k

)
=

(1− p)(2− p) . . . (k − p)

1.2. . . . k

=
(
1− p

1

)(
1− p

2

)
. . .
(
1− p

k

)
≡ 1− p

k∑
j=1

1

j
(mod p2).

Il en résulte que

xp − (x− 1)p − 1

p
≡ −

p−2∑
k=0

(1− pHk)
xk+1

k + 1
(modp2).

≡ −
p−2∑
k=0

xk+1

k + 1
+ p

p−2∑
k=1

Hk
xk+1

k + 1
(modp2).

Ce qui achève la démonstration.

La preuve du théorème est alors immédiate, il suffit de remplacer x par 2, ce qui donne :

2p − 2

p
≡ −

p−2∑
k=0

2k+1

k + 1
+ p

p−2∑
k=1

Hk
2k+1

k + 1
(modp2).

D’où
2p−1 − 1

p
≡ −1

2

p−2∑
k=0

2k+1

k + 1
+ p

p−2∑
k=1

Hk
2k

k + 1
(modp2).
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